Curso 2024-25




Objetivos tema:

* Distribuciones de probabilidad
multidimensionales. Probabilidades
marginales. Probabilidad condicional. Teorema
de Bayes. Medidas caracteristicas.

e Suma de variables aleatorias.

e Teorema del limite central.

e Distribucion multinomial.

* Rotacion del espacio bivariante.
* Distribucion normal bivariante.
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Distribuciones multidimensionales

En muchos casos, un suceso aleatorio puede implicar la determinacion de varias

magnitudes simultadneamente. En estos casos la variabe aleatoria se denomina
variable aleatoria vectorial o multidimensional.
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(x)d

X
Q > R"

A - X(A) = (‘xll X2, '--an)

Las componentes x; de los valores de
la variable aleatoria (x;, X5, ...,X;)
pueden tomar valores discretos o
continuos. Si existen componentes de
ambos tipos diremos que es una
variable aleatoria mixta.



Distribuciones multidimensionales

ra las variables aleatorias multidimensionales definiremos una funcion
bbabilidad o densidad de probabilidad conjunta.

X
QO > R2

A o X)) =(xy)

Variable discreta p(x;, y;) Variable continua f(x,y)

0<p(x,y) <1 Vij




Distribuciones marginales

n aquellas distribuciones de probabilidad para un cierto valor x; de
mponente de la variable aleatoria con independencia de los valores que pue
ptar el resto de las componentes:

Variable discreta p(x;,y;) Variable continua f(x,y)

400

— 00

PG = ) p(,y)) FoO = fy)dy
J

+ 00

p(¥) = Z p(xi, ) fO)=] feay)dx

j f@dx= [ fo)dy=1

— 00




Probabilidad condicionada

Analogamente a la definicidn realizada al principio del capitulo, podremos calcular la
probabilidad condicionada a partir de la probabilidad conjunta y las marginales de la

variable aleatoria multidimensional.

Variable discreta p(x;, ;) Variable continua f(x,y)
pllyy) = Lo fFlaly) =122
p(yjlxi) = % fOk) = f](:(cx))])

p(xiy;) = p(xily;) p(v;) = fQ,y) = flxly) f() =

= p(yjlx;) p(x) = f(ylx) f(x)

I‘. 1 & [E
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Independencia estadistica

Dos variables x e y son estadisticamente independientes cuando los valores que
adopta una de ellas no tienen ninguna influencia en aquellos que adopta la otra, de

tal modo que:

Variable discreta p(x;,y;) Variable continua f(x,y)

p(xily;) = p(x) flxly) = f(x)

L |

p(x) p(y;) = p(xi,¥)) fQ) f)=1f(xy)

$ L

p(vilx;) = p()) fIx) = f(»)

Para variables independientes la funcion (densidad) de
probabilidad sera el producto de las funciones (densidad) de
probabilidad marginales.
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Teorema de Bayes

este caso de variables multidimensionales también podemos escribir el teore

Variable discreta p(x;, y;)

p(x;ilyr) p(Vk)

Y p(xilys) pr)

P()’jlxl) p(x1)
Y p(yj|x:) p(x:)

p(xily;) =

Variable continua f(x,y)

FIOf ()
22 Flo)f (x)dx

flxly) =

FINF»)
2 Fxly)f () dy

flx) =




Medidas caracteristicas: media

Definimos como la media de una variable aleatoria bidimensional

X
Q > R?
A o XA =(xy)

Al vector 2-dimensional formado por los valores esperados u; de las distribuciones
marginales de probabilidad:

p=(Ex}, E{y}) = (wv)

Siendo:

Discreto
R=EGd =) xpG) = ) x| ) pCxiy)
7

i [

ot gy - [ poxax= [ xax ([ rana) {0

S C Reciprocamente para la variable y
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Medidas caracteristicas: varianza

n podemos definir las varianzas de las distribuciones marginales de la
a como

ox* = E{(x — w)?}

o’ = Y (- w?pe) oyt =) (=) ()
i J

0x2=j oof(x)(x—u)zdx 0y2=J fO) &y —v)*dy




Medidas caracteristicas: covarianza

Considerando una variable aleatoria bidimensional (x, y), la covarianza es
na medida de la correlacion estadistica entre dos variables:

E{x}= pu E{y}=v

cov(x,y) = E{(x — )y —v)} = E{xy} — uv

cov(x,y) = Z(xi — 1) ()’j - V) p(xi,yj)

L,j

400 400

cov(x, y) = f f (x — (¥ —Vf (e y) dx dy

—0C0 —O0O




Medidas caracteristicas: covarianza

el caso de variables estadisticamente independientes se cumple que:
p(x,y;) = p(x) p(y)) fOoy) =) f)

nto, podremos escribir que:

+00 400

cov(x, y) = f f (x = W — v)f(x,y) dx dy

—00 —O0O

cov(x, y) = j dx (x — 1) f(%) f dy (v —v) f(3) = 0

f@y) = Ff )
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Medidas caracteristicas:
coeficiente de correlacion

La covarianza de dos magnitudes tiene las unidades de éstas y es
susceptible de variar si realizamos una transformacion de escalaen x o y

X=ax y=by

cov(X,y) =E{(ax —au)(by—bv)}=abcov(x,y)

Para obtener una medida caracteristica adimensional del grado de correlacion
estadistica se suele usar el coeficiente de correlacidon definido como

( )_cov(x,y)
P\X,y) = oy 0,

0<|[plx,y) =1

&

14 ]
| |
\ _I" =]
EWC e
IJ 1 - Fl3
I‘-_Ij:\.\\ = lJJ
i L=
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Medidas caracteristicas:
matriz de varianzas/covarianzas

Si consideramos dos variables aleatorias x e y denominaremos la matriz
de covarianzas como

- (2

cov(x,y)
cov(x,y)

a?(y)

Es una matriz simétrica que cumple que:
det(M) = o%(x) 0%(y) — cov®(x,y)

Por lo tanto:

det(M)
o) P =0

Si det(M) = 0 entonces p = +1 por lo que las variables
siguen una asociacion lineal.
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Distribucion uniforme bivariante

ideremos una distribucion de probabilidad de la forma:

1
f(x.y)={(b_a)(d_c)i as<x<bh c<y<d

0 en otro caso .

(Gb-a)d—c) |

da da 1 1
f(x)=fc f(x,y)dy=fc b-od-o Y moa S*Sh

1 1

b b
Fo) = [ remar= [ G = sy s




Distribucion uniforme bivariante

emos también calcular la covarianza:

1
fay)=2tb-ayd—c) *

0 en otro caso

<x<bh c<y<d

b d 1
cov(x,y)=deJ; dym<x—_

f69) = G = ff () = o s
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Distribucion lineal bivariante

nsideremos la funcion de densidad:

x+y, 0sx<1, 0<y<1
f(x,y)={ 0 ’

en otro caso
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Distribucion lineal bivariante

Podremos calcular las probabilidades
ondicionadas y aplicar el teorema de

x+y

O =575

f&fo»)

) = =g IO
TR = rondy

_|_
oo TEIROFYD  xey aey
folyx_l_%}/lz (y+1/2)dy fol(x+y) dy X +1/2
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Distribucion lineal bivariante

Podremos calcular la covarianza:

cov(x,y) =f01dxjoldy (x—%)(y—%)(x+y) = —ﬁ

no vemos se trata de variable con
ianza negativa, no son independientes

fO,y) # fOf ()

T (12)2\-1 11

M=< a?(x) cov(x,y)) 1 (11 -1

cov(x,y) o*(¥)

3
f(x,y)={§(x2+y2); -1<x<1 -1<y<1 cov(x,y) =0

0 en otro caso




Momentos de la distribucion bivariante

Definimos el momento de una distribucion de probabilidad de drdenes (7, s)

respecto al punto (a, b) como el valor esperado:
M,s(a,b) = E{(x —a)"(y —b)*}

Continuo

Discreto
Mes@b) = [ dx[ dy G-al G=b) f@y)

M, s(a,b) = ZZ(XL' —a) (y;—b )S p(xi,y;)
i j

Algunas de las propiedades de estos momentos son:

Mo,o(a» b) =1 M1,0(0; b) = n = E{x} M0,1(a; 0) =v=E{y}

Mz,o(.ll»b) = Uz(x) Mo,z(a; V) = 02()’)

Incluyendo la covarianza:
M1 (n,v) = cov(x,y)
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Sumando variables aleatorias

Consideremos dos variables aleatorias X e Y. Si construimos una nueva
variables aleatoria mediante su suma Z = X 4+ Y, en general las funcion de
probabilidad, media y varianza de Z se modifican respectoa X e'Y.

E{z} = E{x + y}

i

E{z} = Z p(zx) zy = ZZ(XL' +y;) p(xi, 7)
k J

El valor esperado de la nueva variable Z sera:

E{z} = Z X 2 p(x;,y;) + Z)’j 2 p(x,y;) = z xip(x;) + Z)’jp()’j) = E{x} + E{y}
T 7 i i j
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umando variables aleatorias

Si consideramos ahora lavarianzadeZ =X + Y,

0%(z) = E{(z — E{z})*} = E{(x + y — E{x + y})?}

0%(z) = ZZ(% +y;—E{x + y})z p(xi, y;)
J

aleatorias son estadisticamente independientes
p(x,y;) =pxp(y)  E{x+y}=E{x}+E{y}

0*() = ) Y (xi +y) — B} - EDY)” pCe) p(y)
J

i

?() = ) ) (=BG pe p(y) + ). > (= EBN pGd p(yy) +2 ) > (i = EGD(y; — EDY) p) p3))
i i i J

5(2) = 0*(x) +07 (7)




Sumando variables aleatorias

12000

o
[t} 01 g2 03 04 05 06 07 08 09 1

X1+X2 +X3 +X4

x10°
3
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X1+ x5

a
a 02 04 06 08 1

12 14 16 18 2

f(xi)={1 0<x <1

0
u=23/2
X, + x5 + X3 02=1/4

X1+ x, +

ces + xlz

Gaussiana

otro caso



Teorema del limite central

Sean n variables aleatorias X1, X5, X3, ..., X, estadisticamente independientes

con la misma distribucion de probabilidad. Cada una de las variables aleatorias

X;; i =1, ..., ntiene valor esperado u y varianza o?°.

Consideremos la variable aleatoria:
2

_ 1 - _ o
X=X+ X+ +Xn) E{X} =u o2(X) = —
n

Cuando n — o la distribucién de probabilidad de X tiende a una distribucién

normal N(u, \%).

Equivalentemente, considerando la variable aleatoria
X—u

O'/n

Y =

E(F} = 0 o2(7) = 1

Cuando n — oo la distribucién de probabilidad de Y tiende a una distribucion

normal estandar N(0,1).
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Teorema del limite central

Podemos demostrar el teorema usando la funcion generatriz de momentos. La
ea es demostrar que:

n—oo t2
0 g ()

es equivalente a demostrar que f(Y) -» N(0,1)
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Teorema del limite centra

odemos entonces escribir:
- 1
My(t) = Ef{exp(tY)} =E Hexp t — z;
i=1 Vn

se de variables estadisticamente independientes, tendremos que

) 1+ -

E{z} = E{z3}; E{z!}=E{z*};.. E{z]'} = E{z™}
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lim M lim |1 . tz e
nl—)n(}O Y(t) - nl_r)lgo + 2 6 nl/z
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Distribucion multinomial

Consideremos un proceso aleatorio que pueda arrojar tres posibles resultados
mutuamente excluyentes (A,B,C).

- Si realizamos n veces el experimento aleatorio, obtendremos

n, veces el resultado A, n, veces el resultadoByn —n; — n,

..OO.QO. veces el resultado C.
..%..CC)D La probabilidad individual asociada a obtener el resultado A
sera pq, para el resultadoBserap, yp3 =1 — p; — p, para C.

Ce o

Un resultado especifico nq, n,, n — n; — n, tiene probabilidad
n n — —
Py Dy (1 —pp —pr) ™7™
Pero hay un conjunto de combinaciones equiprobables que dan el mismo

resultado nl
n ny'(n —ny —ny)!

n!
(1™ P22 p3™) [

Por lo que: p(xl =Ny} Xy = Ny; X3 = n3) =
n{ln,! ng!

otk lulab el

ny,n, =0,1,2,...,n ng =n-—ny — N,
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Distribucion multinomial

Supongamos un proceso aleatorio cuyo resultado
puede ser asignado a k clases distintas. Si
! realizamos n experimentos aleatorios tendremos

n
A

[
‘ ' ' n=n;+n, +--+n
La probabilidad de que un suceso individual pertenezca a la clase j-ésima sera p;

p1tpottpe=1

La probabilidad asociada a obtener (1, n,,...,ny)

n!

— . — . . — — n n n

P(X1 = N5 X3 = Ngj o X = Ng) = ——— - (p1™ P22 ™)
ni-Nyt Ny,

, b j‘ -_j
3 Lﬁ_;’ 3
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Distribucion multinomial

Las distribuciones marginales de la distribucion binomial pueden obtenerse a

partir de la probabilidad multinomial como

n-n; nN-Nyg—Np; N—Nqi—Ny..—Nk_> n n n n—-n
P2 2P3 % ..Dg—1 k1P 1

1! n!ng! g !(m—nq...—ng_q)!

p(x; =ny) = 0
n,=0 nz=0 Ng—1=0

Usando la formula del binomio de Newton reiteradamente podemos obtener
n!
X1 =nq) =

Que coincide con la distribucidon de probabilidad binomial, y por tanto las medias y

py"t (1 —p)t ™™

varianzas marginales son:

u(x;) = E{x;} =np; 0?(x;) = E{(x; — n(x))*} = np; (1 —p;) |

LL ‘__ I/fc’:{:j el
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Distribucion multinomial

Para el calculo de las covarianzas entre los valores de las variables x;y x,

(extensible a cualquier par) observemos que si en el calculo anterior no sumamos
sobre el indice n,

nl

n!n,!(n —ny —ny,)!

p(x1 =ngx, =ny) =p™ p™2 (1—pg —py)t ™2

La covarianza de estas variables puede escribirse como

cov(xy, xp) = E{(x; — 1) (X2 — p2)} = E{x1x,} — py py

Podemos calcular E{x;x,} mediante

n—-1 n—-nq

n!
E{x1x,} = z z nyn,p™t p"tz (1—py —p)t ™M™ =n(n—1)p;p;

ndn,!(n—n; —ny)!
Tl]_:O Tl2:0

cov(xy, x3) = n(n — 1)pyp, — n°pip; = —Np1p;

S C Las variables x4, x5, no son por tanto estadisticamente independientes.

1~ E

I\I E| o™ |

|1J_ L: - I3

ENaF
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Distribucion multinomial

Se realiza una encuesta entre 100 personas sobre su preferencia sobre tres partidos
politicos A, B y C, obteniéndose los resultados 17, 48 y 35 respectivamente. Si no
existen otras opciones politicas y se considera que la preferencia entre estas

opciones es equiprobable, ¢Cual es la probabilidad de este resultado?
n!
X1 =MNq;Xy =Ny) =pt p"2 (1 —py —py)t 2
p(x 15 X2 2) =p1" P22 (1 —py —p2) ! (n — 1y — ny)!

100!
— 17y — _ 17 48 35
Pl = 17;x; = 48) = (1/3)7(1/3)*8(1/3)* =—oees

p(x; =17;x, = 48) = 3.97 x 107°

Bajo estas hipodtesis el resultado es poco probable (i.e. el resultado 33,33,34 bajo
estas hipétesis tiene una probabilidad de 8.1 x 1073)
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Distribucion normal bidimensional

Si consideramos dos variables aleatorias x, y con distribucion gaussiana de la forma:

()

2 ay

1
exp

_ 1 (x_;ux)z
00 = 7 emp |- 7 (S5

1
f(y)=may

Podremos construir una densidad de probabilidad bivariante normal:

1 (M) 1(@)

°xp [_ 2 0,2 2 gy,

1
=f) f)

fly) = 21 0,0,

Esta distribucion de probabilidad representa a dos variables con distribuciones
marginales gaussianas y estadisticamente independientes que verifican:

cov(x,y) =0

¢Es posible una distribucion bivariante con distribuciones marginales gaussianas con

covarianza no nula?
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Rotacion del espacio bivariante

Si consideramos dos variables aleatorias x, y tales que:
E{(x — )} = 0 (x)

E{(y —v)?}=0%(y)  cov(x,y) =0

ty Ex}=u Ep}=v

Y , Realizando una rotacidon del espacio bivariante:
X
x'=cosax+sinay

x =cosax —sinay
y =sinax'+cosa y’ y' = —sinax+cosay

>

X
E{x'} =y =cosau+sinav E{y'} =v' = —sinau+ cosav
d?(x") = cos?a o2(x) + sina 0% (y) a?(y") = sina 0%(x) + cos?a o2(y)

Podemos calcular la covarianza de las nuevas variables:
cov(x',y") = E{x'y'} — E{x"}E{y'}

Desarrollando esta expresion obtenemos:
cov(x’,y") = —cosa sina [0%(x) — d?(y)] E 3
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Rotacion del espacio bivariante

A su vez es posible demostrar que:
0?(x) —a?(y") = cos 2a {o%(x) — a*(y)}

Por lo tanto se verifica que:
1
cov(x',y') = — 5 tan 2a{c?(x") — a?(y")}

Esta expresion nos permite escribir el coeficiente de correlacion de las nuevas

a’(x) = a*(y)

variables:
cov(x',y") 1t 5
=———F————=—=tan2a
P e@N e 2 a(x) a(y")

Utilizando las expresiones anteriores (o bien mediante las propiedades algebraicas

de las transformaciones ortogonales) podemos encontrar que:

a?(x)o?(y) = (1 - p*) o?(xNa? ()

SC
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Rotacion del espacio bivariante

istribucion normal bivariante se transforma mediante:

o 1 1((x-w?\ 1((y-v)?
fey) =10y = 0ty oty P ["2_< o%(x) >_2_< 2 >]

amos reescribir:

f&y") =

exp

[cos a(x'—py) —sina (y' —v)]? [sina (x' =) +cosa (y —v)]?
20%(x) 20%(y) }

2m o (x') 0(3") V1-=p?

fx.y) = 2 o(x") a(y)1/1 -

cos a sinfa) 1(sin*a cos*a\) ,
{ e aZ(y)>( —H) 5(02(x)+02(y))(y —v)-

1 . 1 ! ! ! ! !
—5Qcosasina)(x' — )y ~v )(02(3;) _oz(x))

(cos a N sin a) B 1 (sm a N cos a) B 1
o2(x)  o%(y))  o2(x")(1 - p?) o2(x)  o?(y))  a*(y)(1 - p?)

1 2 1
(2cosasina) < ) P

2(y) o2(®)) 1-p2a(x)o(y’)




Distribucion normal bidimensional

demos extender la distribucion de gauss al caso multidimensional. Considere
variables aleatorias x, y

1
fG6y) = ~ exp [—

1 ((x —1)? 2p0c =)y — 1) s (y - uy)z)]

2maoy0,41—p 2(1-p%) Oy’ Ox 0y ay?

cov(x,y)
o, oy

2S SON gaussianas univaria

1

FG) = f dy Fe ) = =

exp

exp

+ oo 1
fO) = f dx f0 ) = =
» )




Distribucion normal bidimensional

Otra forma de expresar la distribucion normal bivariante que se extiende de modo
general al caso multidimensional es mediante notacion matricial.
La matriz M de covarianza y su inversa vienen dadas por:

Y = Oy cov(x, ) _ 0’ OxOyp -1 1 1/0,°  —p/oya,

cov(x,y) 0y° OxOyp  Oy° 1-p*\-p/oyo, 1/0),?
Usando notacién vectorial: (7 — ;) = (y _ Z")
y
Podemos escribir la densidad de probabilidad normal bidimensional como:
FOry) = —— exp |~ G — MG~ )
(V2r)”,/det(M)

'[:‘, 3
|I 1.'4 E|
S C N
I‘ll _II‘ "I I! \I :
| Lﬁ;

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO

DE COMPOSTELA



Distribucion normal bidimensional

Podemos establecer en la gaussiana bidimensional los contornos de
equiprobabilidad que vienen dados por la condicidn

2
1 (x—pm)? 2p(x—p)(y—my) (v—ny) 1
2(1-p?) 0,2 05Oy 0)” 2

Cuyo resultado seran conicas en el plano. En particular para A=1

0,2 00y 0y,°

<(x “w)_2pG-mdr-m) O —uy)2> -

En general esto corresponde a una elipse que se conoce como elipse de covarianza

§(x1 %2 0y = I_Q.UU_ o, = 1.00, p = -.50
& T T T
o f X,
. . 7 — —
‘h
) O‘. Ty d . 3
_ A% Y b 5 \3
o .-:.3-?7,’0 I"ﬁ‘ N - \3
= u S | _ |
~ "'4 - |2
. w__\\ \\ 0‘“‘ «‘.& .q::;t‘.‘- \3 .
S '.“ ) —4 : : | b'\ =l
= s | LI~ e
-4 =7 0 24 Ii&(
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tan(2a) =
(2a) 0,2 — O'yz 0% — oy

Distribucion normal bidimensional

Los semiejes de la elipse s,s, y el angulo a que
forman con los ejes x,y vienen dados por

2poy0y,  2cov(x,y)
o 2

a 2 _ (1- Pz)axzayz
ay%cos?(a) — 2poyoysen(a) cos(a) + o,2sen?(a)

S1

\
XV

(1- pZ)O.xZO.yZ

\/ 2
S,4 =
z oy%sen?(a) + 2po,o,sen(a) cos(a) + o,%cos?(a)

La probabilidad de que la variable (x,y) esté dentro
de la elipse de covarianzaes 1 — % = 0.393
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Ajuste a una recta

Consideremos los datos x=(1,2,3) y=(4.85,8.12,10.70) siendo la incertidumbre

de y igual a u;=0.23. Se nos pide realizar un ajuste lineal y=a+b*x y evaluar |
incertidumbre de ay b.

ysatb*x 't $1=0.38

'a=2.04+0.35 I S2=0.057
'b=2.92+0.16 1 |

Cov(a,b)=-0.053

Pe
p=-0.93
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