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Objetivos tema:

• Distribuciones de probabilidad 
multidimensionales.  Probabilidades 
marginales. Probabilidad condicional. Teorema 
de Bayes. Medidas características. 

• Suma de variables aleatorias.
• Teorema del límite central. 
• Distribución multinomial.
• Rotación del espacio bivariante.
• Distribución normal bivariante. 



Distribuciones multidimensionales
En muchos casos, un suceso aleatorio puede implicar la determinación de varias 
magnitudes simultáneamente. En estos casos la variabe aleatoria se denomina 
variable aleatoria vectorial o multidimensional. 

Ω
 𝑋𝑋 

ℝ𝑛𝑛

 𝐴𝐴  𝑋𝑋 𝐴𝐴 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

Las componentes 𝒙𝒙𝒊𝒊 de los valores de 
la variable aleatoria (𝑥𝑥1,  𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)
pueden tomar valores discretos o
continuos. Si existen componentes de
ambos tipos diremos que es una
variable aleatoria mixta.



Distribuciones multidimensionales
Para las variables aleatorias multidimensionales definiremos una función de 
probabilidad o densidad de probabilidad conjunta. 

Ω
 𝑋𝑋 

ℝ2

 𝐴𝐴  𝑋𝑋 𝐴𝐴 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦)

Variable discreta 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

0 ≤ 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 ≤ 1 ∀𝑖𝑖, 𝑗𝑗

�
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = 1

Variable continua 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

0 ≤ 𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦  𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ

�
−∞

+∞

�
−∞

+∞

𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

(1,1)

1



Distribuciones marginales
Son aquellas distribuciones de probabilidad para un cierto valor 𝒙𝒙𝒊𝒊  de una 
componente de la variable aleatoria con independencia de los valores que puedan 
adoptar el resto de las componentes:

Variable discreta 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 = �
𝑗𝑗

𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

Variable continua 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 = �
𝑖𝑖

𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

�
𝑖𝑖

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 = �
𝑗𝑗

𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 = 1

𝑓𝑓 𝑦𝑦 = �
−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑

�
−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �

−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1



Probabilidad condicionada
Análogamente a la definición realizada al principio del capítulo, podremos calcular la 
probabilidad condicionada a partir de la probabilidad conjunta y las marginales  de la 
variable aleatoria multidimensional. 

Variable discreta 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖|𝑦𝑦𝑗𝑗 =
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)
𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑗𝑗)

Variable continua 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦 =
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑓𝑓(𝑦𝑦)

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖|𝑦𝑦𝑗𝑗  𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 =
 = 𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗|𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑓𝑓 𝑦𝑦 =
= 𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥  𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗|𝑥𝑥𝑖𝑖 =
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑓𝑓(𝑥𝑥)



Independencia estadística
Dos variables x e y son estadísticamente independientes cuando los valores que 
adopta una de ellas no tienen ninguna influencia en aquellos que adopta la otra, de 
tal modo que:

Variable discreta 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖|𝑦𝑦𝑗𝑗 = 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖)

Variable continua 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑦𝑦)

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑗𝑗) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗) 𝑓𝑓 𝑥𝑥  𝑓𝑓 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗|𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑗𝑗)

Para variables independientes la función (densidad) de 
probabilidad será el producto de las funciones (densidad) de 
probabilidad marginales. 



Teorema de Bayes
En este caso de variables multidimensionales también podemos escribir el teorema 
de Bayes  

Variable discreta 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗) Variable continua 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦 =
𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

∫−∞
+∞𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑘𝑘|𝑥𝑥𝑖𝑖 =
𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑘𝑘  𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑘𝑘)

∑𝑗𝑗 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑗𝑗  𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑙𝑙|𝑦𝑦𝑗𝑗 =
𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 𝑥𝑥𝑙𝑙  𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑙𝑙)

∑𝑖𝑖 𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =

𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑓𝑓(𝑦𝑦)

∫−∞
+∞𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑



Medidas características: media

Definimos como la media de una variable aleatoria bidimensional 

𝜇⃗𝜇 = 𝔼𝔼 𝑥𝑥 ,𝔼𝔼 𝑦𝑦 = 𝜇𝜇, 𝜈𝜈 

Ω
 𝑋𝑋 

ℝ2

 𝐴𝐴  𝑋𝑋 𝐴𝐴 = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

Al vector 2-dimensional formado por los valores esperados 𝜇𝜇𝑖𝑖  de las distribuciones 
marginales de probabilidad:

Siendo:

𝜇𝜇 = 𝔼𝔼 𝑥𝑥 = �
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖 �
𝑗𝑗

𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝜇𝜇 = 𝔼𝔼 𝑥𝑥 = �
−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

−∞

+∞
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 �

−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑

Discreto

Continuo

Recíprocamente para la variable 𝑦𝑦 



Medidas características: varianza

𝜎𝜎𝑥𝑥2 = 𝔼𝔼 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 2

También podemos definir las varianzas de las distribuciones marginales de la variable 
aleatoria como 

𝜎𝜎𝑥𝑥2 = �
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇 2 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜎𝜎𝑥𝑥2 = �
−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 2 𝑑𝑑𝑥𝑥

Discreto

Continuo

𝜎𝜎𝑦𝑦2 = 𝔼𝔼 𝑦𝑦 − 𝜈𝜈 2

𝜎𝜎𝑦𝑦2 = �
𝑗𝑗

𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝜈𝜈 2 𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗

𝜎𝜎𝑦𝑦2 = �
−∞

+∞
𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑦𝑦 − 𝜈𝜈 2 𝑑𝑑𝑦𝑦



Medidas características: covarianza

cov 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝔼𝔼 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑦𝑦 − 𝜈𝜈 = 𝔼𝔼 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝜇𝜇

Considerando una variable aleatoria bidimensional 𝒙𝒙,𝒚𝒚 , la covarianza es 
una medida de la correlación estadística entre dos variables:

cov(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = �
𝑖𝑖,𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇 𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝜈𝜈  𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗

𝔼𝔼 𝑥𝑥 =  𝜇𝜇

Discreto

Continuo

𝔼𝔼 𝑦𝑦 =  𝜈𝜈

cov 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = �
−∞

+∞

�
−∞

+∞

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑦𝑦 − 𝜈𝜈 𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑



Medidas características: covarianza

En el caso de variables estadísticamente independientes se cumple que:

Por lo tanto, podremos escribir que: 

cov 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = �
−∞

+∞

�
−∞

+∞

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑦𝑦 − 𝜈𝜈 𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥  𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗

cov 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = �
−∞

+∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇  𝑓𝑓 𝑥𝑥 �
−∞

+∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑦𝑦 − 𝜈𝜈  𝑓𝑓 𝑦𝑦 = 0

N.B.: El recíproco no es cierto 

cov 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 0 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑦𝑦)⇏



Medidas características: 
coeficiente de correlación

cov �𝑥𝑥, �𝑦𝑦 = 𝔼𝔼 𝑎𝑎 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 𝜇𝜇 𝑏𝑏 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏 𝜈𝜈 = 𝑎𝑎 𝑏𝑏 cov(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

La covarianza de dos magnitudes tiene las unidades de éstas y es 
susceptible de variar si realizamos una transformación de escala en 𝒙𝒙 o  𝒚𝒚

�𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 𝑥𝑥

Para obtener una medida característica adimensional del grado de correlación 
estadística se suele usar el coeficiente de correlación definido como

𝜌𝜌 𝑥𝑥,𝑦𝑦 =
cov(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝜎𝜎𝑥𝑥 𝜎𝜎𝑦𝑦

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 𝑦𝑦

0 ≤ 𝜌𝜌 𝑥𝑥,𝑦𝑦  ≤ 1



Medidas características: 
matriz de varianzas/covarianzas

𝑀𝑀 = 𝜎𝜎2(𝑥𝑥) cov(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
cov(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝜎𝜎2(𝑦𝑦)

Si consideramos dos variables aleatorias  𝒙𝒙 e  𝒚𝒚 denominaremos la matriz 
de covarianzas como 

Es una matriz simétrica que cumple que: 

det 𝑀𝑀 = 𝜎𝜎2 𝑥𝑥  𝜎𝜎2 𝑦𝑦 − cov2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

det(𝑀𝑀)
𝜎𝜎2 𝑥𝑥  𝜎𝜎2 𝑦𝑦 = 1 − 𝜌𝜌2 ≥ 0

Por lo tanto:

Si 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝑴𝑴 = 𝟎𝟎 entonces 𝝆𝝆 = ±𝟏𝟏 por lo que las variables 
siguen una asociación lineal.  



Distribución uniforme bivariante

Consideremos una distribución de probabilidad de la forma: 

𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = �
1

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐)
;  𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏;  𝑐𝑐 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑑𝑑

0 en otro caso

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
𝑐𝑐

𝑑𝑑
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �

𝑐𝑐

𝑑𝑑 1
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐)

 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
;  𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏

𝑓𝑓 𝑦𝑦 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �

𝑎𝑎

𝑏𝑏 1
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐)

 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐)
;  𝑐𝑐 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑑𝑑

𝔼𝔼 𝑥𝑥 =
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
𝔼𝔼 𝑦𝑦 =

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
2 𝜎𝜎2(𝑥𝑥) =

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)2

12
𝜎𝜎2(𝑦𝑦) =

(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐)2

12



Distribución uniforme bivariante

Podremos también calcular la covarianza: 

𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = �
1

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) ;  𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏;  𝑐𝑐 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑑𝑑

0 en otro caso

cov 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑐𝑐

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

1
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐)

𝑥𝑥 −
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
𝑦𝑦 −

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
2

En este caso se cumple: cov 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0

Ya que las variables aleatorias son estadísticamente independientes pues se 
verifica: 

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 1
(𝑏𝑏−𝑎𝑎)(𝑑𝑑−𝑐𝑐)

= 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑓𝑓 𝑦𝑦 = 1
(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

1
(𝑑𝑑−𝑐𝑐)



Distribución lineal bivariante

Consideremos la función de densidad: 

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦;  0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1;  0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1
0 en otro caso

�
0

1
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = �

0

1
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 1

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
0

1
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �

0

1
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ( 𝑥𝑥 +

1
2

 );  0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1

𝑓𝑓 𝑦𝑦 = �
0

1
𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �

0

1
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ( 𝑦𝑦 +

1
2

 );  0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1

𝔼𝔼 𝑥𝑥 =
7

12
𝔼𝔼 𝑦𝑦 =

7
12 𝜎𝜎2(𝑥𝑥) =

11
(12)2

𝜎𝜎2(𝑦𝑦) =
11

(12)2



Distribución lineal bivariante

Podremos calcular las probabilidades 
condicionadas y aplicar el teorema de 
Bayes:

𝑓𝑓 𝑥𝑥|𝑦𝑦 =
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝑦𝑦 + 1/2

𝑓𝑓 𝑦𝑦|𝑥𝑥 =
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝑥𝑥 + 1/2

𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑓𝑓(𝑦𝑦)

∫−∞
+∞𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑

Podremos entonces escribir:

𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝑦𝑦 + 1/2 (𝑦𝑦 + 1/2)

∫0
1 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝑦𝑦 + 1/2 (𝑦𝑦 + 1/2)𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦

∫0
1 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝑥𝑥 + 1/2



Distribución lineal bivariante

Podremos calcular la covarianza: 

cov 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = �
0

1
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥 −

7
12

𝑦𝑦 −
7

12
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = −

1
(12)2

Como vemos se trata de variable con 
covarianza negativa, no son independientes 
ya que:

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ≠ 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑓𝑓 𝑦𝑦

𝑀𝑀 = 𝜎𝜎2(𝑥𝑥) cov(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
cov(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝜎𝜎2(𝑦𝑦)

=
1

(12)2
11 −1
−1 11

Podremos calcular el determinante de la matriz de covarianza y el coeficiente de 
correlación:

det 𝑀𝑀 =
120

(12)4 =
5
3

1
(12)2

ρ = −
1

11

N.B.: Tomando una densidad de probabilidad definida entre -1 y 1:

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = �
3
8 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ;  −1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1; −1 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1

0 en otro caso
cov 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0

Sin embargo las variables aleatorias no son independientes.



Momentos de la distribución bivariante

Definimos el momento de una distribución de probabilidad de órdenes (𝒓𝒓, 𝒔𝒔) 
respecto al punto (𝒂𝒂,𝒃𝒃) como el valor esperado:

Algunas de las propiedades de estos momentos son:

𝑀𝑀𝑟𝑟,𝑠𝑠(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝔼𝔼 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 𝑟𝑟 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏 𝑠𝑠

𝑀𝑀0,0(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1 𝑀𝑀1,0 0, 𝑏𝑏 = 𝜇𝜇 = 𝔼𝔼 𝑥𝑥 𝑀𝑀0,1 𝑎𝑎, 0 = 𝜈𝜈 = 𝔼𝔼 𝑦𝑦

𝑀𝑀2,0 𝜇𝜇, 𝑏𝑏 = 𝜎𝜎2(𝑥𝑥) 𝑀𝑀0,2 𝑎𝑎, 𝜈𝜈 = 𝜎𝜎2(𝑦𝑦)

Incluyendo la covarianza:
𝑀𝑀1,1 𝜇𝜇, 𝜈𝜈 = cov(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑀𝑀𝑟𝑟,𝑠𝑠(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = �
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎 𝑟𝑟 𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝑏𝑏 
𝑠𝑠
 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗) 𝑀𝑀𝑟𝑟,𝑠𝑠 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 = �

−∞

+∞
𝑑𝑑𝑑𝑑�

−∞

+∞
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 𝑟𝑟 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏 𝑠𝑠  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

Discreto Continuo



Sumando variables aleatorias
Consideremos dos variables aleatorias 𝑿𝑿 e 𝒀𝒀. Si construimos una nueva 
variables aleatoria mediante su suma 𝒁𝒁 = 𝑿𝑿 + 𝒀𝒀, en general las función de 
probabilidad, media  y varianza de 𝒁𝒁 se modifican respecto a 𝑿𝑿 e 𝒀𝒀. 

𝐸𝐸 𝑧𝑧 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦

𝐸𝐸 𝑧𝑧 =  �
𝑘𝑘

𝑝𝑝 𝑧𝑧𝑘𝑘  𝑧𝑧𝑘𝑘 =  �
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑗𝑗  𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

El valor esperado de la nueva variable 𝒁𝒁 será:

𝐸𝐸 𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖�
𝑗𝑗

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 + �
𝑗𝑗

𝑦𝑦𝑗𝑗�
𝑖𝑖

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = �
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 + �
𝑗𝑗

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥 + 𝐸𝐸 𝑦𝑦



Sumando variables aleatorias
Si consideramos ahora la varianza de 𝒁𝒁 = 𝑿𝑿 + 𝒀𝒀, 

𝜎𝜎2 𝑧𝑧 = 𝐸𝐸 𝑧𝑧 − 𝐸𝐸 𝑧𝑧 2 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝐸𝐸 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 2

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝜎𝜎2(𝑧𝑧) = �
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝐸𝐸 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 2 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗)

Si las variables aleatorias son estadísticamente independientes
𝐸𝐸 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥 + 𝐸𝐸 𝑦𝑦

𝜎𝜎2(𝑧𝑧) = �
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝐸𝐸 𝑥𝑥 − 𝐸𝐸 𝑦𝑦 2 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝜎𝜎2 𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐸𝐸 𝑥𝑥 2 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 + �
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝐸𝐸 𝑦𝑦
2

 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝 𝑦𝑦𝑗𝑗 + 2�
𝑖𝑖

�
𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐸𝐸 𝑥𝑥 𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝐸𝐸 𝑦𝑦  𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑝𝑝(𝑦𝑦𝑗𝑗)

𝜎𝜎2 𝑥𝑥 𝜎𝜎2 𝑦𝑦 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 0

𝜎𝜎2 𝑧𝑧 = 𝜎𝜎2 𝑥𝑥 +𝜎𝜎2 𝑦𝑦



Sumando variables aleatorias 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑖𝑖 = �1 0 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 1
0 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑥𝑥1
𝜇𝜇 = 0,5

𝜎𝜎2 = �1
12

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
𝜇𝜇 = 1

𝜎𝜎2 = �1
6 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3

𝜇𝜇 = 3/2
𝜎𝜎2 = �1

4

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4

𝜇𝜇 = 2
𝜎𝜎2 = �1

3 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥12

𝜇𝜇 = 6
𝜎𝜎2 = 1

Gaussiana



Teorema del límite central

Sean  n variables aleatorias 𝑿𝑿𝟏𝟏,𝑿𝑿𝟐𝟐,𝑿𝑿𝟑𝟑 , … ,𝑿𝑿𝒏𝒏estadísticamente independientes 
con la misma distribución de probabilidad. Cada una de las variables aleatorias 
𝑿𝑿𝒊𝒊;  𝒊𝒊 = 𝟏𝟏, … ,𝒏𝒏 tiene valor esperado  𝝁𝝁  y varianza  𝝈𝝈𝟐𝟐.
Consideremos la variable aleatoria: 

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛 𝔼𝔼 �𝑋𝑋 = 𝜇𝜇 𝜎𝜎2( �𝑋𝑋) =

𝜎𝜎2

𝑛𝑛

Cuando 𝑛𝑛 → ∞ la distribución de probabilidad de �𝑋𝑋 tiende a una distribución 
normal    𝑵𝑵(𝝁𝝁, 𝝈𝝈

𝒏𝒏
).

Equivalentemente, considerando la variable aleatoria 

�𝑌𝑌 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
�𝜎𝜎 𝑛𝑛

Cuando 𝑛𝑛 → ∞ la distribución de probabilidad de �𝒀𝒀 tiende a una distribución 
normal   estándar  𝑵𝑵(𝟎𝟎,𝟏𝟏).

𝔼𝔼 �𝑌𝑌 = 0 𝜎𝜎2( �𝑌𝑌) = 1



Teorema del límite central

Podemos  demostrar el teorema usando la función generatriz de momentos. La 
idea es demostrar que: 

𝑧𝑧𝑖𝑖 =
𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡
 𝑛𝑛→∞ 

exp
𝑡𝑡2

2
 

Lo cual es equivalente a demostrar que  𝒇𝒇 �𝒀𝒀 → 𝑵𝑵(𝟎𝟎,𝟏𝟏)

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡 =  𝔼𝔼 exp(𝑡𝑡 �𝑌𝑌) = 𝔼𝔼 exp 𝑡𝑡
1
𝑛𝑛

 �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖 = 0 𝜎𝜎2(𝑧𝑧𝑖𝑖) = 1

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡 =  𝔼𝔼 exp(𝑡𝑡 �𝑌𝑌) = 𝔼𝔼 exp 𝑡𝑡
1
𝑛𝑛

 �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑧𝑧𝑖𝑖



Teorema del límite central

Podemos entonces escribir: 

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡 =  𝔼𝔼 exp(𝑡𝑡 �𝑌𝑌) = 𝔼𝔼 �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

exp 𝑡𝑡
1
𝑛𝑛

 𝑧𝑧𝑖𝑖

Al tratarse de variables estadísticamente independientes, tendremos que: 

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝔼𝔼 exp 𝑡𝑡
1
𝑛𝑛

 𝑧𝑧𝑖𝑖

𝔼𝔼 exp
𝑡𝑡
𝑛𝑛

 𝑧𝑧𝑖𝑖 = 1 +
𝑡𝑡
𝑛𝑛
𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖 +

1
2!

𝑡𝑡
𝑛𝑛

2

𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖2 +
1
3!

𝑡𝑡
𝑛𝑛

3

𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖3 +
1
4!

𝑡𝑡
𝑛𝑛

4

𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖4 + ⋯

𝔼𝔼 exp
𝑡𝑡
𝑛𝑛

 𝑧𝑧𝑖𝑖 = 1 +
𝑡𝑡2

2𝑛𝑛 +
𝑡𝑡3

6 𝑛𝑛3/2 𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖3 +
𝑡𝑡4

24 𝑛𝑛2 𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖4 + ⋯

Como son variables idénticamente distribuidas:

𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖3 = 𝔼𝔼 𝑧𝑧3 ;  𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖4 = 𝔼𝔼 𝑧𝑧4 ; …𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑛𝑛 = 𝔼𝔼 𝑧𝑧𝑛𝑛



Teorema del límite central

Por lo tanto: 

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

1 +
𝑡𝑡2

2𝑛𝑛
+

𝑡𝑡3

6 𝑛𝑛3/2 𝔼𝔼 𝑧𝑧3 +
𝑡𝑡4

24 𝑛𝑛2 𝔼𝔼 𝑧𝑧4 + ⋯

Observemos que:

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡 = 1 +
1
𝑛𝑛

𝑡𝑡2

2
+

𝑡𝑡3

6 𝑛𝑛1/2 𝔼𝔼 𝑧𝑧3 +
𝑡𝑡4

24 𝑛𝑛
𝔼𝔼 𝑧𝑧4 + ⋯

𝑛𝑛

lim
𝑛𝑛→∞

𝑡𝑡2

2 +
𝑡𝑡3

6 𝑛𝑛1/2 𝔼𝔼 𝑧𝑧3 +
𝑡𝑡4

24 𝑛𝑛 𝔼𝔼 𝑧𝑧4 + ⋯ =
𝑡𝑡2

2

lim
𝑛𝑛→∞

ℳ�𝑌𝑌 𝑡𝑡 = lim
𝑛𝑛→∞

1 +
1
𝑛𝑛

𝑡𝑡2

2 +
𝑡𝑡3

6 𝑛𝑛1/2 𝔼𝔼 𝑧𝑧3 +
𝑡𝑡4

24 𝑛𝑛 𝔼𝔼 𝑧𝑧4 + ⋯
𝑛𝑛

= exp
𝑡𝑡2

2



Distribución multinomial
Consideremos un proceso aleatorio que pueda arrojar tres posibles resultados 
mutuamente excluyentes (A,B,C).

Si realizamos 𝒏𝒏 veces el experimento aleatorio, obtendremos 
𝒏𝒏𝟏𝟏 veces el resultado A, 𝒏𝒏𝟐𝟐 veces el resultado B y 𝒏𝒏 − 𝒏𝒏𝟏𝟏 − 𝒏𝒏𝟐𝟐 
veces el resultado C.

𝑝𝑝1
𝑛𝑛1𝑝𝑝2

𝑛𝑛2 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 𝑛𝑛−𝑛𝑛1−𝑛𝑛2

La probabilidad individual asociada a obtener el resultado A 
será 𝒑𝒑𝟏𝟏, para el resultado B será 𝒑𝒑𝟐𝟐 y 𝒑𝒑𝟑𝟑 = 𝟏𝟏 − 𝒑𝒑𝟏𝟏 − 𝒑𝒑𝟐𝟐 para C. 

Un resultado específico 𝒏𝒏𝟏𝟏,𝒏𝒏𝟐𝟐,𝒏𝒏 − 𝒏𝒏𝟏𝟏 − 𝒏𝒏𝟐𝟐 tiene probabilidad

Pero hay un conjunto de combinaciones equiprobables que dan el mismo 
resultado 𝑛𝑛!

𝑛𝑛1!  𝑛𝑛2! 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛1 − 𝑛𝑛2 !

Por lo que: 𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 𝑛𝑛1; 𝑥𝑥2 = 𝑛𝑛2; 𝑥𝑥3 = 𝑛𝑛3 =
𝑛𝑛!

𝑛𝑛1!𝑛𝑛2!𝑛𝑛3! 𝑝𝑝1𝑛𝑛1  𝑝𝑝2𝑛𝑛2  𝑝𝑝3𝑛𝑛3

𝑛𝑛1,𝑛𝑛2 = 0,1,2, … ,𝑛𝑛 𝑛𝑛3 = 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛1 − 𝑛𝑛2 𝑝𝑝3 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2



Distribución multinomial

Supongamos un proceso aleatorio cuyo resultado 
puede ser asignado a k clases distintas. Si 
realizamos 𝒏𝒏 experimentos aleatorios tendremos

La probabilidad de que un suceso individual pertenezca a la clase j-ésima será 𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 + ⋯+ 𝑝𝑝𝑘𝑘 = 1

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 𝑛𝑛1; 𝑥𝑥2 = 𝑛𝑛2; … ; 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑘𝑘 =
𝑛𝑛!

𝑛𝑛1!𝑛𝑛2!  …𝑛𝑛𝑘𝑘! 𝑝𝑝1𝑛𝑛1  𝑝𝑝2𝑛𝑛2  …𝑝𝑝𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘

…

𝑛𝑛

La probabilidad asociada a obtener (𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, … ,𝑛𝑛𝑘𝑘)
   



Distribución multinomial

Las distribuciones marginales de la distribución binomial pueden obtenerse a 
partir de la probabilidad multinomial como

Usando la fórmula del binomio de Newton reiteradamente podemos obtener

𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 𝑛𝑛1 =
𝑝𝑝1𝑛𝑛1  𝑛𝑛!
𝑛𝑛1!

 �
𝑛𝑛2=0

𝑛𝑛−𝑛𝑛1

 �
𝑛𝑛3=0

𝑛𝑛−𝑛𝑛1−𝑛𝑛2

… �
𝑛𝑛𝑘𝑘−1=0

𝑛𝑛−𝑛𝑛1−𝑛𝑛2…−𝑛𝑛𝑘𝑘−2 𝑝𝑝2𝑛𝑛2 𝑝𝑝3𝑛𝑛3 …𝑝𝑝𝑘𝑘−1𝑛𝑛𝑘𝑘−1 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑛𝑛−𝑛𝑛1 …−𝑛𝑛𝑘𝑘−1

𝑛𝑛2! 𝑛𝑛3!  …𝑛𝑛𝑘𝑘−1! (𝑛𝑛 − 𝑛𝑛1…− 𝑛𝑛𝑘𝑘−1)!

𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 𝑛𝑛1 =
𝑛𝑛!

𝑛𝑛1! 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛1 ! 𝑝𝑝1
𝑛𝑛1  (1 − 𝑝𝑝1)𝑛𝑛−𝑛𝑛1

Que coincide con la distribución de probabilidad binomial, y por tanto las medias y 
varianzas marginales son:

𝜇𝜇 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑖𝑖 𝜎𝜎2 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇(𝑥𝑥𝑖𝑖) 2 = 𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑖𝑖  (1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖)



Distribución multinomial

Para el cálculo de las covarianzas entre los valores de las variables 𝑥𝑥1 𝐲𝐲 𝑥𝑥2 
(extensible a cualquier par) observemos que si en el cálculo anterior no sumamos 
sobre el índice 𝑛𝑛2

La covarianza de estas variables puede escribirse como 

𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 𝑛𝑛1; 𝑥𝑥2 = 𝑛𝑛2 = 𝑝𝑝1𝑛𝑛1  𝑝𝑝2𝑛𝑛2 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 𝑛𝑛−𝑛𝑛1−𝑛𝑛2
 𝑛𝑛!

𝑛𝑛1!𝑛𝑛2! 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛1 − 𝑛𝑛2 !

cov 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥1 − 𝜇𝜇1 𝑥𝑥2 − 𝜇𝜇2 = 𝐸𝐸 𝑥𝑥1𝑥𝑥2  − 𝜇𝜇1 𝜇𝜇2

Podemos  calcular 𝐸𝐸 𝑥𝑥1𝑥𝑥2  mediante 

𝐸𝐸 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 =  �
𝑛𝑛1=0

𝑛𝑛−1

�
𝑛𝑛2=0

𝑛𝑛−𝑛𝑛1

𝑛𝑛1𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑛𝑛1  𝑝𝑝2𝑛𝑛2 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 𝑛𝑛−𝑛𝑛1−𝑛𝑛2
 𝑛𝑛!

𝑛𝑛1!𝑛𝑛2! 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛1 − 𝑛𝑛2 ! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2

cov 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝1𝑝𝑝2 −  𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
Las variables 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 no son por tanto estadísticamente independientes.



Distribución multinomial

Se realiza una encuesta entre 100 personas sobre su preferencia sobre tres partidos 
políticos A, B y C, obteniéndose los resultados 17, 48 y 35 respectivamente. Si no 
existen otras opciones políticas y se considera que la preferencia entre estas 
opciones es equiprobable, ¿Cuál es la probabilidad de este resultado?

𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 𝑛𝑛1; 𝑥𝑥2 = 𝑛𝑛2 = 𝑝𝑝1𝑛𝑛1  𝑝𝑝2𝑛𝑛2 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 𝑛𝑛−𝑛𝑛1−𝑛𝑛2
 𝑛𝑛!

𝑛𝑛1!𝑛𝑛2! 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛1 − 𝑛𝑛2 !

𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 17; 𝑥𝑥2 = 48 = 1/3 17 1/3 48 1/3 35  100!
17! 48! 35!

𝑝𝑝 𝑥𝑥1 = 17; 𝑥𝑥2 = 48 = 3.97 ×  10−6

Bajo estas hipótesis el resultado es poco probable (i.e. el resultado 33,33,34 bajo 
estas hipótesis tiene una probabilidad de 𝟖𝟖.𝟏𝟏 ×  𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟑𝟑)



Distribución normal bidimensional

Si consideramos dos variables aleatorias x, y con distribución gaussiana de la forma:                                                                                                                             

Podremos construir una densidad de probabilidad bivariante normal:

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑥𝑥 
exp −

1
2

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 2

 𝜎𝜎𝑥𝑥2

Esta distribución de probabilidad representa a dos variables con distribuciones 
marginales gaussianas y estadísticamente independientes que verifican:

𝑓𝑓 𝑦𝑦 =
1

2𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑦𝑦 
exp −

1
2

𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦
2

 𝜎𝜎𝑦𝑦2

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 =
1

2𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦
 exp −

1
2

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 2

 𝜎𝜎𝑥𝑥2
−

1
2

𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦
2

 𝜎𝜎𝑦𝑦2
= 𝑓𝑓 𝑥𝑥  𝑓𝑓(𝑦𝑦)

cov 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0

¿Es posible una distribución bivariante con distribuciones marginales gaussianas con 
covarianza no nula?



Rotación del espacio bivariante

Si consideramos dos variables aleatorias x, y tales que:                                                                                                                             

𝑥𝑥

𝑥𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑦𝑦𝑦

𝛼𝛼

𝔼𝔼 𝑥𝑥 = 𝜇𝜇 𝔼𝔼 𝑦𝑦 = 𝜈𝜈 cov 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 0

Realizando una rotación del espacio bivariante:                                                                                                                             

𝑥𝑥 = cos𝛼𝛼 𝑥𝑥′ − sin α  𝑦𝑦′
𝑦𝑦 = sin𝛼𝛼 𝑥𝑥′ + cos α  𝑦𝑦′

𝑥𝑥′ = cos𝛼𝛼 𝑥𝑥 + sin α  𝑦𝑦
𝑦𝑦𝑦 = −sin𝛼𝛼 𝑥𝑥 + cos𝛼𝛼 𝑦𝑦

𝔼𝔼 𝑥𝑥𝑥 = 𝜇𝜇𝜇 = cos𝛼𝛼 𝜇𝜇 + sin α𝜈𝜈

𝔼𝔼 (𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)2 = 𝜎𝜎2(𝑥𝑥) 𝔼𝔼 (𝑦𝑦 − 𝜈𝜈)2 = 𝜎𝜎2(𝑦𝑦)

𝔼𝔼 𝑦𝑦𝑦 = 𝜈𝜈𝜈 = −sin𝛼𝛼 𝜇𝜇 + cos𝛼𝛼 𝜈𝜈

𝜎𝜎2 𝑥𝑥′ = cos2𝛼𝛼 𝜎𝜎2 𝑥𝑥 + sin2𝛼𝛼 𝜎𝜎2 𝑦𝑦 𝜎𝜎2 𝑦𝑦′ = sin2𝛼𝛼 𝜎𝜎2 𝑥𝑥 + cos2𝛼𝛼 𝜎𝜎2 𝑦𝑦

Podemos calcular la covarianza de las nuevas variables:

cov 𝑥𝑥′,𝑦𝑦′ = 𝔼𝔼 𝑥𝑥′𝑦𝑦𝑦 − 𝔼𝔼 𝑥𝑥′ 𝔼𝔼 𝑦𝑦𝑦

Desarrollando esta expresión obtenemos:

cov 𝑥𝑥′,𝑦𝑦′ = − cos𝛼𝛼 sin α 𝜎𝜎2 𝑥𝑥 − 𝜎𝜎2(𝑦𝑦)



Rotación del espacio bivariante

A su vez es posible demostrar que:                                                                                                                             

Por lo tanto se verifica que:                                                                                                                             

Esta expresión nos permite escribir el coeficiente de correlación de las nuevas 
variables:

cov 𝑥𝑥′,𝑦𝑦′ = −
1
2 tan 2𝛼𝛼 𝜎𝜎2 𝑥𝑥′ − 𝜎𝜎2 𝑦𝑦′

Utilizando las expresiones anteriores (o bien mediante las propiedades algebraicas 
de las transformaciones ortogonales) podemos encontrar que:

𝜎𝜎2 𝑥𝑥′ − 𝜎𝜎2 𝑦𝑦′ = cos2𝛼𝛼 𝜎𝜎2 𝑥𝑥 − 𝜎𝜎2 𝑦𝑦

ρ =
cov 𝑥𝑥′,𝑦𝑦′

𝜎𝜎 𝑥𝑥′  𝜎𝜎(𝑦𝑦′) = −
1
2 tan 2𝛼𝛼

𝜎𝜎2 𝑥𝑥𝑥 − 𝜎𝜎2 𝑦𝑦𝑦
𝜎𝜎 𝑥𝑥′  𝜎𝜎(𝑦𝑦′)

𝜎𝜎2 𝑥𝑥 𝜎𝜎2 𝑦𝑦 = 1 − 𝜌𝜌2  𝜎𝜎2 𝑥𝑥′ 𝜎𝜎2 𝑦𝑦′



Rotación del espacio bivariante

La distribución normal bivariante se transforma mediante:

Que podemos reescribir:

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥′,𝑦𝑦′ =
1

2𝜋𝜋 𝜎𝜎 𝑥𝑥  𝜎𝜎(𝑦𝑦)  exp −
1
2

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 2

 𝜎𝜎2(𝑥𝑥) −
1
2

𝑦𝑦 − 𝜈𝜈 2

 𝜎𝜎2(𝑦𝑦)

𝑓𝑓 𝑥𝑥′, 𝑦𝑦′ =
1

2𝜋𝜋 𝜎𝜎 𝑥𝑥𝑥  𝜎𝜎 𝑦𝑦′ 1 − 𝜌𝜌2
 exp −

cos𝛼𝛼 𝑥𝑥′ − 𝜇𝜇𝜇 − sin𝛼𝛼 𝑦𝑦′ − 𝜈𝜈𝜈 2

2 𝜎𝜎2(𝑥𝑥)
−

sin𝛼𝛼 𝑥𝑥′ − 𝜇𝜇𝜇 + cos𝛼𝛼 𝑦𝑦′ − 𝜈𝜈𝜈 2

2 𝜎𝜎2(𝑦𝑦)

𝑓𝑓 𝑥𝑥′, 𝑦𝑦′ =
1

2𝜋𝜋 𝜎𝜎 𝑥𝑥𝑥  𝜎𝜎 𝑦𝑦′ 1 − 𝜌𝜌2
 exp

−
1
2

cos2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑥𝑥

+
sin2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑦𝑦

𝑥𝑥′ − 𝜇𝜇′ 2  −
1
2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑥𝑥

+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑦𝑦

𝑦𝑦′ − 𝜈𝜈′ 2 −

−
1
2

(2 cos𝛼𝛼 sin𝛼𝛼)(𝑥𝑥′ − 𝜇𝜇𝜇)(𝑦𝑦′ − 𝜈𝜈′)
1

𝜎𝜎2(𝑦𝑦)
−

1
𝜎𝜎2(𝑥𝑥)

Observemos que:
cos2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑥𝑥

+
sin2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑦𝑦

=
1

𝜎𝜎2 𝑥𝑥′ (1 − 𝜌𝜌2)
sin2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑥𝑥

+
cos2𝛼𝛼
𝜎𝜎2 𝑦𝑦

=
1

𝜎𝜎2 𝑦𝑦𝑦 (1 − 𝜌𝜌2)

2 cos𝛼𝛼 sin𝛼𝛼
1

𝜎𝜎2 𝑦𝑦
−

1
𝜎𝜎2 𝑥𝑥

= −
2𝜌𝜌

1 − 𝜌𝜌2
1

𝜎𝜎 𝑥𝑥′  𝜎𝜎(𝑦𝑦′)



Distribución normal bidimensional

Podemos extender la distribución de gauss al caso multidimensional. Consideremos 
dos variables aleatorias x, y                                                                                                                             

Siendo

𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 =
1

2𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑥𝑥  𝜎𝜎𝑦𝑦 1 − 𝜌𝜌2
 exp −

1
2 (1− 𝜌𝜌2)

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 2

 𝜎𝜎𝑥𝑥2
−

2 𝜌𝜌 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦
𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦

+
𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦

2

 𝜎𝜎𝑦𝑦2

Las distribuciones marginales son gaussianas univariantes

𝜌𝜌 =
cov(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝜎𝜎𝑥𝑥 𝜎𝜎𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
−∞

+∞
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =

1
2𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑥𝑥 

exp −
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 2

2 𝜎𝜎𝑥𝑥2

𝑓𝑓 𝑦𝑦 = �
−∞

+∞
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =

1
2𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑦𝑦 

exp −
𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦

2

2 𝜎𝜎𝑦𝑦2



Distribución normal bidimensional

Otra forma de expresar la distribución normal bivariante que se extiende de modo 
general al caso multidimensional es mediante notación matricial.                                                                                                                             

𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 =
1

2𝜋𝜋
2

det(𝑀𝑀)
 exp −

1
2 𝑥⃗𝑥 − 𝜇⃗𝜇 𝑇𝑇𝑀𝑀−1 𝑥⃗𝑥 − 𝜇⃗𝜇

La matriz 𝑴𝑴 de covarianza y su inversa vienen dadas por: 

𝑀𝑀 =
𝜎𝜎𝑥𝑥2 cov(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

cov(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝜎𝜎𝑦𝑦2
=

𝜎𝜎𝑥𝑥2 𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦𝜌𝜌
𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦𝜌𝜌 𝜎𝜎𝑦𝑦2

𝑀𝑀−1 =
1

1 − 𝜌𝜌2
1/𝜎𝜎𝑥𝑥

2 −𝜌𝜌/𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦
−𝜌𝜌/𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦 1/𝜎𝜎𝑦𝑦2

Usando notación vectorial: (𝑥⃗𝑥 − 𝜇⃗𝜇) =
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥
𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦

Podemos escribir la densidad de probabilidad normal bidimensional como: 



Distribución normal bidimensional

Podemos establecer en la gaussiana bidimensional los contornos de 
equiprobabilidad que vienen dados por la condición

Cuyo resultado serán cónicas en el plano. En particular para Δ=1 

−
1

2 1− 𝜌𝜌2
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 2

 𝜎𝜎𝑥𝑥2
−

2 𝜌𝜌 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦
𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦

+
𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦

2

 𝜎𝜎𝑦𝑦2
= −

1
2  Δ Δ > 0

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 2

 𝜎𝜎𝑥𝑥2
−

2 𝜌𝜌 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑥𝑥 𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦
𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦

+
𝑦𝑦 − 𝜇𝜇𝑦𝑦

2

 𝜎𝜎𝑦𝑦2
= 1 − 𝜌𝜌2

En general esto corresponde a una elipse que se conoce como elipse de covarianza



Distribución normal bidimensional

Los semiejes de la elipse s1,s2 y el ángulo 𝜶𝜶 que 
forman con los ejes x,y vienen dados por 

x

y

𝜶𝜶

𝑠𝑠1

𝑠𝑠2

tan 2𝛼𝛼 =
2𝜌𝜌𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦
𝜎𝜎𝑥𝑥2 − 𝜎𝜎𝑦𝑦2

=
2 cov(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜎𝜎𝑥𝑥2 − 𝜎𝜎𝑦𝑦2

𝑠𝑠12 =
1 − 𝜌𝜌2 𝜎𝜎𝑥𝑥2𝜎𝜎𝑦𝑦2

𝜎𝜎𝑦𝑦2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝛼𝛼 − 2𝜌𝜌𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼 cos 𝛼𝛼 + 𝜎𝜎𝑥𝑥2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝛼𝛼)

𝑠𝑠22 =
1 − 𝜌𝜌2 𝜎𝜎𝑥𝑥2𝜎𝜎𝑦𝑦2

𝜎𝜎𝑦𝑦2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝛼𝛼 + 2𝜌𝜌𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼 cos 𝛼𝛼 + 𝜎𝜎𝑥𝑥2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝛼𝛼)

La probabilidad de que la variable (x,y) esté dentro 
de la elipse de covarianza es     𝟏𝟏 − 𝟏𝟏

𝒆𝒆
= 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑 



Ajuste a una recta

Consideremos los datos x=(1,2,3) y=(4.85,8.12,10.70) siendo la incertidumbre 
de y  igual a uy=0.23. Se nos pide realizar un ajuste lineal y=a+b*x y evaluar la 
incertidumbre de a y b. 

P

Q

b

x

y
y=a+b*x
a=2.04±0.35
b= 2.92±0.16
Cov(a,b)= -0.053
ρ= -0.93

S1=0.38
S2=0.057

Una curva de isoprobabilidad del punto P es menos probable 
que la de Q aunque Q diste más de los valores medios.

a
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